MODELADO DE LA DIFUSION DE LA RIQUEZA EN UNA POR-
CION TERRITORIAL RECTANGULAR

Fernando Avila Carreén!
Joel Arturo Rodriguez Ceballos®
Rubén Vega Cano®

RESUMEN.

En Chukwu, (2003:653-666) se aplic una ecuacién diferencial para mo-
delar la difusién de la riqueza en paises cuyo territorio podia considerarse
en forma aproximadamente rectangular. En este articulo se hace un calculo
andlogo para ciertas condiciones de frontera de mixtas, considerando aho-
ra la ecuacién no homogénea correspondiente.
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ABSTRACT.

In Chukwu, (2003:653-666) was applied a differential equation to model
the diffusion of wealth in countries whose territory could be considered
in an approximately rectangular form. In this article we make a similar
calculation for certain mixed boundary conditions, now considering the
corresponding inhomogeneous equation.

Key words: Modeling, territorial diffusion of wealth, partial differential
equation.

Clasificacién JEL: C, C02, C65.

! Profesor — Investigador en la Facultad de Contaduria y Ciencias Administrativas de la
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo. E — mail: favila_68@yahoo.com.mx

? Profesor — Investigador en el Instituto Tecnolégico de Morelia.

? Profesor — Investigador en el Instituto Tecnolégico de Morelia.

INCEPTUM, Vol. VI, No. 10. Enero - Junio, 2011, pp. 211 - 221



212 INCEPTUM

INTRODUCCION: MODELADO DE LA DIFUSION TERRITO-
RIAL DE LA RIQUEZA.

El modelado matemdtico de variables econdmicas ha sido aplicado con re-
lativo éxito en los tltimos afios (Markowich, 2007:185-200), en particular
para la riqueza (Chukwu, 1998:723-799) y haciendo uso de ecuaciones
diferenciales (Zhang, 2005:40). En Chukwu, (2003:653-666) se aplicé

para dicha modelacién la ecuacién diferencial en derivadas parciales

du #u  8u
K tou;0<x<aldcy<hbt=0 (1)

" \aa? * dy?

sujeta a las condiciones:
ul0,y, £} = ula, y. £), 0=y =ht=0,
ulx,0,t) =ulz,bt), O=x=at=0

ulr,y,00=flx.y), O=x=a O0<y=h

donde la variable u(x.y.t) denota la riqueza del sistema econémico como
funcién de x.y (que son las coordenadas en las direcciones oeste-este y sur-
norte, respectivamente, del territorio rectangular [0;a] x [0;6] =R*) y de
(el tiempo transcurrido). La riqueza ¥ para tales efectos fue definida como
la suma de inversién directa en la economia de la republica + bienes de
capital + el producto de poblacién empleada por salarios + el cociente de la
cuantificacién de las habilidades empresariales dividido entre la poblacién.
La constante & = 0 se define como el coeficiente colectivo de difusion para
la riqueza ¥ mientras que #¥ es la riqueza neta internamente generada
junto con la afluencia de riqueza del exterior, en este caso directamente
proporcional a la riqueza ¥ en cada punto territorial y tiempo con cons-
tante de proporcionalidad « = 0. Dicha ecuacién se utilizé para modelar
la difusion de la riqueza en paises cuyo territorio podria considerarse en
forma aproximada como un rectdngulo. Como se ve, a lo largo de la fron-
tera estdn impuestas solamente condiciones de Dirichlet.

En este articulo se hace un cdlculo andlogo considerando en lugar de la
ecuacion (1) la correspondiente ecuacién no homogénea (2) con las condi-
ciones de frontera de mixtas alli dadas.
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DESARROLLO TECNICO DEL MODELO.

Sea ulx,y.t):[0:a] x [0:b] x [0::2) — R la riqueza del sistema econdémico
con la porcién territorial rectangular, donde x.y son las coordenadas en
las direcciones oeste-este y sur-norte respectivamente, mientras que £ es el
tiempo. La riqueza inicial (en el tiempo t = 0) en dicho sistema la denota-
remos por f(x.¥). La riqueza en las fronteras norte y sur es nula (condicién
de Dirichlet homogénea) y en las fronteras este y oeste la razén de cambio
de la riqueza en direccién perpendicular a las mismas es nula (condicién
de Neumann homogénea). Supongamos que la riqueza neta internamen-
te generada junto con la afluencia de riqueza del exterior es de la forma
au+ F(x,y.t), o =0.

Esto quiere decir que una parte la riqueza neta internamente generada
junto con la afluencia de riqueza del exterior es directamente proporcional
a la riqueza ¥ en cada punto territorial y tiempo con constante de propor-
cionalidad & = 0, y otra parte depende solamente de cada punto territorial
y tiempo. De esta forma tenemos ahora un modelo con la ecuacién no
homogénea:

du 8% u ﬂzuj Fley. ) "
Pl Py +ay= + ou + A4k (2)
0<x<a D=<yxh t=>0

(la constante x = 0 es el coeficiente colectivo de difusién para la riqueza ),
sujeta a las condiciones de frontera e inicial:

EM(U £ =0 Em( £ =0 D=y<h t=10
— Wyt =4 —la,yv.tr =14, =y N =,
dx ¥ dx .y ¥

ulx,0.t) =0, ulx, b.t) =0, 0<x=a, t=0

ulx,y, 00 = flx.y), D<x=<a D<y=<h

De acuerdo con el método de separacién de variables (DuChateau and
Zachmann, 2002:124), el cual podemos usar debido a las condiciones de
frontera homogéneas, se busca la solucién ulx,y,t) en forma de la serie de
Fourier de funciones propias {¥;,} del operador diferencial lineal £, defini-
do por medio de la expresién:

LU = —xV2 U — all, (3)

donde el laplaciano 7* en dimensién 2 se define como:
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iy TP

T axt o gyt

El operador L estd definido en algin subconjunto del espacio vec-
torial L;[(0:a} = (0; 8] de las funciones Ulx, ¥}, (x,y) € (0; &) = (0: &) tales
que la funcién |U(x, ¥)|* es integrable en (0;a) % (0;B). Mds precisamen-
te, el dominio de definicién G; del operador L esta constituido por todas
las funciones U(x,v) e L;[(0: a) x (0: b)] que satisfacen las condiciones de
frontera:

EL _ o 8 _
E{U,y,t] =0 . (lav.0=00=y=h t=0 (4)
Ui, 0,0 =0, Ulx.b.t) =0, 0<=x<a £=0 (5)

y cuyas imdgenes LU € L,[(0: a) x (0: b)]. El problema de valores propios se
plantea como sigue. Hay que encontrar los valores del pardmetro L (valores
propios del operador L) tales que la ecuacién:

LU = AU (6)

Tiene soluciones no triviales (no nulas) en el dominio Gz . Estas fun-
ciones son las funciones propias de L. La ecuacién (6) equivale a:

_"'s+ﬁf
U+

U=20

A

+a ., .
Sea 1% = — Entonces la ecuacién anterior resulta ser:

P P —
VU + A0 =0, 7)

Para resolver la ecuacién (7) utilizamos la separacion de variables. Su-
ponemos una solucién no trivial separable en la forma:

U, y) = X ¥(v).

Las derivadas parciales correspondientes son:

au au :
e ~ X @YG), E=X{x]1’(yl

¥ 2

au a#u .
e GV (), a7 =XGEY ().
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Sustituyendo en (7) tenemos:

XYe) +X@Y ) + A2XG) ¥iy) = 0.
Dividiendo entre X(x)¥{y} resulta:

AR AD

X® Tvp T

y de alli tenemos:

AT =0

X' () Y'(y)

_— —.12.

xx) v

Al depender cada lado de esta igualdad de variables distintas, ambos

lados deben ser iguales a una constante; elegimos dicha constante como

2 . .7
—u", u € R, Entonces las ecuaciones separadas para la ecuacién (7) resultan

ser:
)+ 22k =0, (8)
Y'o) + A - 20 = o (9)

Las soluciones correspondientes a (8) pueden expresarse como:

X(x) = Acospyx + Esenpux.

En términos de las variables separadas las condiciones de frontera se
convierten en:

YOyl =x(@yly) =0, 0<y<h t>0

Entonces, para obtener una solucién no trivial £ de la ecuacién (8) se
debe tener:

X0 =0, X(a) =0

por lo que respectivamente tenemos que B = 0 y:

senua = 0, A=0
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De esto dltimo se da:
U= m = 0,12,...

Notemos que # = 0 es también un valor propio. En consecuencia,

X
Xn(x) = A, cos oy m = 0,1,2,...

Del mismo modo, para la solucién no trivial ¥ seleccionamos
¥*=2" —u* de modo que de la solucién de la ecuacién (9) es:

¥ly) = Ccosyy + Dsenyy.

Con la aplicacién de las condiciones homogéneas, encontramos

C=Uy

senyh = 0, B+ 0

Asi, obtenemos:

= —, =0L4...
¥ b "

Y:

n
Vo) = Dy snafrlﬂ

b n=012...

Recordando que 4* = #* + ¥, las soluciones de la ecuacién (7) pue-
den escribirse en la forma:

mEx  nwy

Upn (x,¥) = Epp cos — —sen— =, m = 0,1,2,... n=12...

(con ™ =0 no hay funcién propia) para cada uno de los valores propios
correspondientes:

2 mz '?"I.E P
Am = F-'_EJ_E me,
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los cuales para la ecuacién (6) se expresan como:

- r(E D) e

Podemos renumerar los subindices dobles ™" por el subindice simple
k. De esta manera “mn 0 M Umn o X y B =Emn | Asi tenemos:
LX& :)J'ﬁka, XF{ EGL_. k = 1_. 2_._._

Estas funciones propias de © pueden escogerse ortonormales con:

—, E =
'\IJ:I':' mn Jabom = 1 (10)

de modo que:

(X.X)= ffx,: (., v) X (x, ) dydx =

[=]

, 5 ab
n My
> I[sm Kﬁysen—dydx = &y
oo
a b
2 I? ?‘IKTE}? m[ﬁx mEy
— —[[sen sen dydx = 0,
ﬂ.&dab = a b
= a b
{ i IEJ-J-C _'r Kwsmﬂiwd dx = 0
ab ab ) J b b :
4. a b
mymx m
EJ-J-CDS sen K::ycos _— :ydydx = &y
oo
my, e,y = 1,2, ...

{%} es un conjunto completo de L,10:0) % (0; b)] y cada funcién

u(xy)et, puede representarse en forma de la serie:

uley) = ) (% K (3,3):
k=1
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Para 7> 0 la solucién de la ecuacién de difusién de la riqueza (2) que
cumple las condiciones de frontera e inicial prescritas puede ser escrita
como:

u{x,y, &= ZX;‘._ (.'C,j.f] T}{(i‘], Th-_(i'] = "\I‘H,X;[} (11)
k=1

Con el fin de encontrar la ecuacién diferencial para las funciones Tx ()

, la solucién (11) se sustituye en la ecuacién (2):

D RENK® = - ) 7O LK Gy) + Fly.d
=1 I=1

= —z T;-_(f] 'J"&[X[{x_.j’] +F(x,y, t]
I=1

Después se toma el producto escalar de esta ecuacién por la funcién
propia X,
x [
D K XVHE = — D T - Al X) + K F)
=

[=1

y, usando la ortonormalidad de funciones propias, se obtienen las ecu-
aciones:

5@ + AT@ = £6). A® = K.F), k=12, (12)
Debido a la condicién inicial de la ecuacién (2), de (11) tenemos:
ule,y.0) = flx.y) = ixk(x,y]ﬁm],
=]
T (0) = (ulpmp. K} = (F. X ). (13)

Para la condicién inicial (@ observamos que la solucién del proble-
ma homogéneo correspondiente a (2) (es decir, con Flx,y.t) = 0) tiene la
forma:

HH(I,T, t) = Z X;[(I,j’] TH_;[&]J
k=1
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donde:

Tuilt) = Agpe™™F,  k=12.

es la solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente a (12)
(ya que fi (&) =0 si F=0) para cada *, siendo cada 4y una constante
arbitraria que determinamos aplicando la condicién inicial homogénea:

uy(ny.0) = ) X%(x.y) g (14)
=1

que es la misma que para la ecuacion no homogénea (
ugley.0) =ule,y.0) = f(x.¥)), de donde obtenemos, al tomar el produc-
to escalar de f dada por (14) por % y considerando (13),

T.(0) = {x. ) = Ay (15)

Es decir:

a
Agy = |_£; J- flx.¥) sen—wdydx m =10,
oo

,‘|r.1

y, para MM = 1)

a b
2 X om
;{——J-J-f(x y]cos sen Kﬁyd}rdr.
© Alab 2 b

La solucién del problema de Cauchy para la ecuacién (12) con la con-
dicidn inicial (15) es:

]
T (8) = Ay e~ + J. e~ Mk(=T £ (t)dT

Sustituyendo esta expresién en la serie (11), se obtiene la solucién
formal del problema dado por la ecuacién de la difusién de la riqueza (2)
que cumple las condiciones de frontera e inicial alli dadas.

o r
ul:x_.y} tj = z XF{ (.'f.- };] |:A[.]_i[§_"'kr + [ E_hk[r_r:lﬁ{{t]dfl
k=1

o
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Asi, la solucién de la ecuacidn de difusién de la riqueza que cumple las
condiciones de frontera prescritas puede ser escrita como:

[+ [+ o mz Fz
= 2
—K[—=+qjlﬁ r  mEx ey
ulx,y, £) = ™ E E O & 20 F cos sen— = +
m=0n=1
— m: nhy 2 myx  nEy
K[ =+ ZJIR r

g™t E E Epne ‘o F 0s sen ——

: b

3 2 ¥y,
x f oo e “fe(Bdr,
° (16)

donde las funciones fi (£ estin dados por (12) para los subindices ™™ que
correspondan, los coeficientes Ex, estdn dados por (10), los coeficientes
@mn estdn dados por:

2
ab

Gon =

a b

L
fjf(x,y] smdeydx
oo

y, param = 1, por:

47 ‘ mEx  nEy
Gmn = fff{x,y] cos— se‘anydx.
oo (18)
RESULTADOS.

La expresién de la solucién de la ecuacién de difusién de la riqueza plan-
teada (2) estd dada por las ecuaciones (16)-(18). Notemos que si:

m®  n’
=K (_:: + F)'.'IE,
“ (19)

entonces es posible que #(* ¥t} = * cuando £ = *.
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CONCLUSIONES.

Como puede advertirse el crecimiento de la riqueza puede ser no acotado
a largo plazo, y en este articulo hemos analizado la participacién que en
dicho crecimiento tienen el factor exponencial @ y la funcién de entrada
Flx,y.1t), los cuales juntamente abarcan la generacién y transferencia de la
riqueza en el territorio rectangular. Para el crecimiento es determinante la
condicién dada por la desigualdad (19) en relacién a & y el tltimo término
de la ecuacién (18).
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